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Electric Potential Produced by two Spherical Current 
Electrodes in a Homogeneous Conducting Sphere and 
the Electric Resistance between them (1) 
Ch己ji SUZUKI 
木長 次
The electric potential produced by two spherical current electrodes located in a 
homogeneous conducting sphere is obtained for arbitrary locations and separations. 
ln aIl other previous solutions in this field， these current electrodes have been assumed 
to be two points， the magnitude of which being usuallγneglected. The present paper 
deals with the theory and the method of obtaining the electric potentials not only in a 
conducting sphere， but also of the electrodes themselves as well as the electric resistance 
between them， extending the theory on the point electrodes to the spherical electrodes， 
on the assumption that the electrodes are made of an electrical1y perfect conductor. 
The electric resistance between two spherical elec甘odesis investigated theoretically as 
well as experimental1y. Some applications of this study are the fundamental research 
ofモlectrocardiographyand the measurement of the electric resistance of electrolyte. 
1.緒言
均質な導電球内に正負の電流電極がある時球内及び球面に長ける電位を求める場合， 従来の理論では
電流電極を点として取扱い電極の大さは考えていない。本報告はとの点電流電極lこういてD 理論¥1)を，
寵流電極が球状電極〈電極は完全導体即ち抵抗零とする〉の場合に拡張して， 導電球内の電位，電極の
電位及び両電極閣の電気抵抗の理論式を求めたものである。 二三の試料について電気抵抗を実測し理論
値と比較したととろ，小球状電極については予想通りでよく符合した口 比較的式きい電櫨については向
研究中である。本理論は心電計の基礎研究及び電解液の国有抵抗の測定その他に応用される。
2.理論
第1図に示す如〈半径a，固有抵抗ρの導電球内に球。中心Oより夫々 b，c ([)位置に電流電極S1，
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Z らがあってとれに一定の大さり直流電流 Iが流れて
第 1 図
いる時白球内D任意。点白電位。式，電極の電位並に
両電極間D電気抵抗の式を求める白 但し電極 51，52 
は半径夫々 d，eの球状電極でその抵抗は零である
完全導体電極とする。
導電球内の任意の一点P(r，(}，ゆ〉の電位 Vは， a， 
1J b， c， r等に比較して d，eが充分小で電極51，52を
点と看倣しうる場合には
v-~ (為市r")Pn(COsO)-~ (~:1 + Dnrn) Pパ問め・…・…・・・“ω
a>r>b.c 
と〉に coss=sinαsin (}co時十 cosαcos(}....…・・……-…........…....・...…-……..........く2)
P冊 (cosO).P泊 (cos{:1)は Legendreの菌数であり A帽， Bn， Cn， D惜等は次の条件より定まる。 即ち
電位Vが Laplaceの式を満足し無限遠では零であるととより
1ρ 純一 Iρ
Po (cos(}) =1， Po (coss) =1， A帽=4~ b"， Cn= 4~ c時 n=l，2， 3， . 
叉導電球の表面に告いて電位Vのr方向の導函数は零である口
との条件から
な金 r>b ([)時，
r>cの時，
Bo=O， 
Do=O， 
( ~~ ) r=a = 0…・…・・・ ・ (3) v 島ノ
Bn=-1ι.旦士1 b時
間一 4π n a:'!1I+l 
D田 Ip n十1 c帽'一一一・--.一回一 4π n a耳目H
n=l， 2， 3， 
n=l， 2， 3， 
2日(兵)Pn (cos(})=ミ十日(兵)P四 (cos(})・ … ・ ω 
~ (品)P帽 (coss)=←~ (品)Pn (c州……… (5)
であるから(1)式は次の如くになる。
v=者(;+訂正九十千五れ四P錨〈吋)J
ーと〔ト~ (ん平井)cl1 Pn (coss) J ..・ H ・...-(6)
017 11.n十1 r玲¥ (...r. _ ，" i =4; li ゆ +γ.a'~~+I) L bnp帽印os(})ー cnp拍〈∞ss)J.・H・....・H・(7)
a>r>b， c 
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叉 b>r ([)時は(4)式及び(6)式の P両 (cosfJ)の項に長けるrとbとを入替え， c>rの時は(5)式及び(6)
式のれ (coss)む項に最けるrとcとを入替えれば、よい。
AJr"1EdJ r旬、
凶の時，必戸戸時 (cos(J)=ドム \b~H) P暗 (coめ・ ・ (8)
収 D時， ~ (品)P同 (c州ー:十~(五二)P両 (c州・・……-∞
従って(7)θ電位Vの式は a>b，c>rの時は
ρ( 1 1 '¥ L 1 p {l (( L --L 1'! -t1 b惜 1V=扇同一~-)十五ぷ L F1+7・ホj内.~ (∞s(J) 
(1 ，n+l. c旬'¥_l'In I'___D， i一 \C~H+ 云~. a1!~Tl) rl'lP帽〈∞ss)J .・H ・H ・H ・.iI.・H ・.(10)
さて一般に完全導体D.lち抵抗零の球状導体が帯電している時は，球D表面は同一電位であり， 球外。
電位は総電荷が球の中心に集った場合即ち点電荷θ場合と同一である。それ故に電流電極SI，S2を点電
流源と看倣して求めた電位C式(7)及び(10)式は，電極 SI，S2がそれぞれ半径 d，eの球状電極〈電
極は完全導体で抵抗は零とする〉である場合でも， d， eが他の寸法に比較して小さい条件の下では近
似的に成立すると考えられる。点電流電極D場合には電極の電位は求められないが， 上記θ如〈大さの
ある電極を考えると次の様に求められる。
(a) 第 (b) 
電極 81，82の電位を夫々 V'l，V，2と
すれば， とれはモれぞれPl，P2点の電位
であるから〈第2図(a)参照〉
V，l:一世=0， (}=Ol， 
s=α-(}1， r=rl・H・H・..…(11)
V，2 :ー ゆ=0， (}=α-02， 。-02，r=ra …..・H ・..…(12)
但し a，b， c， r!， r2， d， e等の大さ0
関係でVo1， V，2を表わす式はそれぞれ異
ヲた形とたる事は前記D電位Vの式(7)，
(10)を求めた時と同様で、ある。と〉では
後の便宜の為に a，b， c> r!， r2の場合
について VIl，V.2を求める。即ち(10)式に(11)，(12)の関係を入れ，
」 (1-1)+hI1 「 (1ー +吐1 旦~)げれ〈∞SOI)4π¥b cJ '4πLJ ~\bl'l+l I n a ーノ
-(JE1十空F42h叩P拘 (cosCαーωJ，a， b， c> rl… ・'-(13)
ρ(1 1¥Iρ，i (( 1 LI}+l. b伺¥
2一長同-~)十戸 l \b~干王十τ-F)rBnp同 (cos Cα-(}2J) 
I 1 . n+l c"¥1 一〔ポE十I三・ F百)r21'1p錫〈ω 02)j， a， b， c>r2・..・H ・.・H ・.(14) 
被って a，b， c> rl， r2の場合の電極 SI，S2聞の電気抵抗Rは
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R=ヰV，2 :r ~ C (み+宇品){rlnp1i (cos(h)一円筒 (cos(α-(2)) } 
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一(よi+平井){門惜〈∞s[α-OIJ)ー仰四 (COS(J2)} J :..~:じ祭 r2
それぞれθ場合も(15)式に準勿論 a，b， c， rl， 
じて求め得る白
各部D寸法が与えられた時，抵抗を実際に計算するには (15)式に次の関係式を用いると図式的にも計
算ができるので便利である。
r2， d， e，等の大さθ関係でRの式は臭って来るが，
く 1の時
1!h"P坦 (x)= (1ー 2zh+hz〉-r;-1
o < h -lLx~l ， 
..........・・・・・(16)IJ ~Jp叫似 =log ， 空
Pn (-X) = (-1)叫 Pn(X)， x = COS(J 
(16)式を用いて(15)式D計算を行い，第2図 (b)を参照して整頓すると
{ (Pl~;"-~一品7' ~) 
(Pl'/52'十P152')i 一一一 卜・ (17)CP2'5ピ+Pa5ピ)j 
R=会c{ (誌-Pl~J -(ヰ一品;)} +
、 、 ， ? ? 、 、 ? ?
?
，?
? ，
?
??
??
??
?
?
?
?
?
????
?
?
?
?、 、 ? ，
?、 、+士log
第2図(b)は(a)図と同ーのものであるが， (17)式の説明に便利なように描いたもθである。図中 51'， 
52'はそれぞれ点 51，52の球面に関しての相反点でと〉に電気影像(-l)a/b，(十1)a/cを考える。
但し 051'=a2/b，052'=a2/c，又Pt'，Pl'/， P2'， Pa'/はそれぞれPl及びP2より 051及び052に下した
垂線θ足である。本図を参照すると(17)式の第1項は導電球内の電流源に直接関係して者り， 第2項及
。、第3項は電気影像に関係を持っているととがわかる。
次に二三の例について抵抗RV計算式を求めてみる。
一(品子 t-dtf))
仏
rlp. 
¥ 
，().I 
S;: 
(b) 
第 3 図
(1) 半遅がそれぞれ d，eの半時状電涜電極が導電球の表面にある場合の抵抗Ro式〈第3図(a)参照〉
との場合は a-b=cであるから(15)式より
(c) (a) 
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R=ゐ~(寄り C(i-)"同OS(}l) (ー訪問 Pn(COSCα ωー-(三)nPn(COSCα ωー
+ (~)均 P鈍〈ω2)J ， -・H ・H ・.{18)a > rl， r2
との式を(16)式の関係を用いて書き替えると，
R =45((日(号)∞如
一{1-2(~1) COS (α-(}l) + (三)2} ~ + {1ー 2(?)cosh+(31E
+: 1叩 {1ー ({t)∞S(α-01)+イ函己すんa-(}l)+ (~) :.1)骨
4(1-(?)cosoz+イ1-2(三)C 0 S (}l + (三)2}桔
本 (1ー(三)ω(α-(}2)+イ1-2(~) 州α-(}2) + (す)2})、
韓 {1-(~) C 0 S 02 + イω(r~) COS{}2 瓦 (r;):.I} ) … 
(19)式も(17)式に準じて図式的にも書き替えられるが省略する。
(2) 相等しい半球電流電極が噂電軍事。北極部と南極部にある場合の抵抗Rの式〈第3図(b)参照〉
との場合は d=e， (}1={}2=U， α=π， rl=r2=a-dであるからく18)，(19)より
p凸 (2n+1¥(a-d¥柑 fn I"， n I ." 1 一一引 (一一一) l一一) iP四(1)- Pn (-1) ~ 2πaμ¥n ノ ¥aノ t-，. ，~/ ~/ J 
=合〔ト2ぉ→(~) 10 
との式は(17)からも宣ちに求めうる白
(3) 相等しい半軍事状電涜電極が導電球の北極部と赤道部にある場合の抗抵Rの式〈第3図(C)参照、〉
との場合は dニ e，01=fJ2=fJ， α=互 rl=r2二 rであるから(18)，(19)，或は(1わから次の如くにな2' 
る。
R2234(寄り (f)旬 {P同 (cosO)- P抽 (cosCα 叫ー
(1 d .l-.L (~\〆お-dì一五百 II一夜~-d+'-2- ~;) logV "d "J ..・H ・..・H ・.…・(21)
t.J.争(19)，(20)式に3まいて電極の半径dはそのま〉とし，導電球の半径aだけを非常に大きくすると，
抵抗の式は
R-=74-------ー・・・・・ 日・…・・・・ (22) 
となるロ乙の式は毘有抵抗ρの無限に拡る物質θ表面〈たとえば大地〉に半径dの半球状金属電極〈と
白金属の固有抵抗は物質たとえば大地の国有抵抗に比較すれば、零と看搬しうる〉一組を遠い間隔を距
て，相対して設置した時の抵抗〈たとえば接地抵抗)([)式で，他の方法でもとめた式と一致する。
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3. 実験結果及び吟味
上記の理論を確める為に実験を行った。 一般に銅D固有誼抗は鉄D鋳物の国有抵抗に比較すると僅に
護士%にすぎないから， 銅は鉄の鋳物に対してば近似的に完全導体と看徹す乙とができる。そこで電極は
銅，導電球は鉄の鋳物で製作した。国に使用した銅の固有抵抗は1.85X 10-6.Qcm鉄む鋳物<Dff!l有抵抗は
77xl0-6Qcmであった。温度は230Cである。
実験は電位。測定と電極問。電気抵抗θ測定とであるが， 電位については電極以外の場所では，点電
流説の場合の電位分布と大した変りはない筈であるから大要は想像がつくむで行わなかった。 電気抵抗
の測定は色々の大さθ導電球について，電極の大さ並に位置を変えて実測した。 測定方法は電位降下法
仁依る口勿論電流白方向を反転して熱起電力。影響を除いてある。使用電流は約 O.lA，標準抵抗は
10-3.Qのマンガーン製のもの，検流計の電圧感度は3.8X 10-7V /mmで、内部抵抗は600Qで、ある白
実験結果。一例は次表であり，叉導電球の半径aと電極の半径dとの上ヒ (d/a) と， 抵抗の理論値に
第 1表実験結果 (23日C)
試材の寸法 電極の位置が第3図(b)の場合の抵抗値 電極り位置が鵠3図ω
雪罪1ZFD 実警号 理論値 実測値 誤 差番益理論値 実祖u値|「IR誤rER7t 差1∞I dja Rl (20)式 Rl/ 一R九E民-T-R1一I一fx l∞ R2 (21)式 R2 / 1.1(2:.1(2' x 
(cm) くcm) くX1O-1J 0) くX10-60) (%) くX10-
6 Q) (x 10-60)1 U C%) 一 一
7.07 0.14 0.0198 181 187 - 3.3 9 180 184 - 2.2 
6.10 0.14 0.0229 2 182 195 - 7.2 10 180 187 - 3.9 
5.05 0.14 0.0277 3 183 196 - 7.1 11 181 210 一16.0
4.05 O. 14 0.0346 4 184 189 - 2.7 12 182 184 - 1.1 
7.07 0.35 0.0497 5 75.3 84 - 11.5 13 73.2 88 - 20.2 
6.10 0.35 0.0574 6 75 88 - i7.3 14 73.4 90 - 22.7 
5.05 0.35 0.0697 7 75.5 82 - 8.6 15 73.5 85 - 15.7 
4.05 0.35 0.0865 8 76.2 81 - 6.3 16 73.8 81 - 6.8 
対する実担IJ値D誤差とむ関係を示すと第4図。如くである。
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第 4 図 b/aと誤差とり関係
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上記の結果より次りととが明である。
(1) 理論値と実測値との誤差は d/aが大きくたるにつれて大きくなる。 とれは理論式を導〈ときの
仮定からも当然で、ある。
(2) 実測値が理論値より常に大きくなっているのは電極と導電球との接触の影響， 半開付の為の抵
抗D増加等D為と息われる町因に使用した半回の閏有抵抗は約2却Ox10-6切Qcmで
(3め〉 誤主差aの多いもの即ち実験番号 5，6，1日1，1臼3，14，1日5の場合は電極附近の鋳物中に巣があるとか， 向
一材料でで、製作したのでで、はあるが不純物の多い部分でで、製作されたので、はなしい、サ古か瓦と思われる口
(4) 誤差の多い上記(3)項のものを除けばd/aが0.05までの範囲では誤差は 5%程度， d/aが0.09まで
の範囲では誤差は10%程度である。との程度の誤差を許すとすれぽ理論式はd/aが0.09以下ならば使
用できる。
4.結雷
上述の如く d/aが0.09以下では電気抵抗の理論式は実用上役立つ結果を得たがd/aがな者大きく註った
場合どD程度の時まで理論式が使用できるか目下検討中である。その理由の一つは次の事である。 (20)，
(21)式を次の如〈書き替え，
(1 d L 1 (d ¥2a-diρ 
Rl :d Iー辰二d+ t ~; ) log ~a d .J =:d (1 + el) .・H ・.…..・H ・(20)'
R2=ρ(1 d + ~ (~ 、louJ2a-diρ2=瓦 l-J五二d+ 2 ¥;) log v "d ~ j一証(1+ε2) ・....・H ・-σ1)'
上式に老けるe:l，白と d/aとの関係を図示すると第5図の如くになる。 との図により明たように
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第 5図 el，白と djα との関係
文
el， E'2共d/aの増加と共に増大するがあるととろ
で最大とたり次いで零となり ;d/aが (20)'式で
は1Vとき， (21)'式では1/v'2([)時e:l，i:2と共
にー1とたり従ってとのとき RlR2は共に零とな
る。とれは電極と電極とが接触する場合であるか
ら当然である。 問題はd/aがある値の時に e:l，e2 
が零となる事である。 RPちとの場合は恰も a=∞
と考えた時の状態である。とれは明に不当と思わ
れる。との事からも本理論は d/aの小さい範囲
にのみ使用可能の乙とがわかる。 d/aの大きい即
ち大電揮についての研究が必要で目下之について
研究している口
導電球の半径と電極の大さが一定のとき抵抗値
が導電球の固有抵抗の値りみに関係するととよ
り，導電球の代りに硝子球殻を用い， 内部に電解
液を入れると抵抗の測定が可能で、， とれについて
実験をする予定である口終りに，試作並に実験さ
れた実験室。山形一三，藤井直次の両氏に感謝す
る。
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